UBER AUS UNENDLICH VIELEN FAKTOREN
ENTSPRINGENDE PRODUKTE *

Leonhard Euler

§1 Wenn in der Analysis zu Grofsen solcher Art gelangt wird, die weder mit
rationalen noch irrationalen Zahlen erkldrt werden kdnnen, pflegen unendli-
che Ausdriicke, um die Grofien zu bezeichnen, verwendet zu werden; diese
sind umso mehr als geeignet anzusehen, umso schneller mit deren Hilfe zur
Erkenntnis und Einschdtzung der mit ihnen ausgedriickten Grofien gelangt
wird. Am grofiten und weitreichendsten ist der Gebrauch von Ausdriicken
dieser Art daher, um die Werte von transzendenten Grofien, von welcher
Art Logarithmen, Kreisbogen und andere durch Quadraturen von Kurven
bestimmte Groflen sind, darzustellen und mit deren Hilfe gelangen wir zu
einer so genauen Erkenntnis sowohl von Logarithmen, also auch von vielen
anderen transzendenter GrofSen. Ja unendliche Ausdriicke von dieser Art
bringen sogar einen riesigen Nutzen mit sich, um irrationale Grofsen und
die Wurzeln von algebraischen Gleichungen durch rationale Zahlen nihe-
rungsweise zu bestimmen; diese, wenn der Nutzen betrachtet wird, sind den
wahren Ausdriicken meisten weit vorzuziehen.

§2 Von unendlichen Ausdriicken dieser Art sind aber gewisse einander im
hochsten verschiedene Geschlechter festzulegen, deren erstes alle unendlichen
Reihen in sich umfasst, die aus unendlich vielen mit den Zeichen + und —
verbundenen Termen bestehen; diese Lehre ist nun freilich schon dermafsen
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entwickelt worden, dass man nicht nur mehrere Methoden hat, so algebraische
wie transzendente Groflen dieser Art mit unendlichen Reihen auszudriicken,
sondern auch nach Vorlegen einer unendliche Reihe zu untersuchen, eine
Grofde welcher Art mit ihr erkldrt wird. Denn es ist von Noten, dass unendliche
Ausdriicke jedes Geschlechts auf zwei Arten behandelt werden, von welchen
die eine in der Umwandlung entweder algebraischer oder transzendenter
Grofien in unendliche Ausdriicke besteht, die andere hingegen umgekehrt
in der Erforschung jener Grofse, welche der vorgelegte unendliche Ausdruck
bezeichnet, gelegen ist.

§3 Es ist passend, dass zum anderen Geschlecht von unendlichen Aus-
driicken die gezdhlt werden, die aus unzahligen Faktoren bestehen; obwohl
von dieser Art schon mehrere Ausdriicke gefunden und bekannt worden sind,
ist dennoch weder eine Art zu ihnen zu gelangen noch ein Weg deren Werte
zu erkennen jemals dargelegt worden. Gleichermafien wiirdig aber scheinen
unendliche Ausdriicke dieses Geschlechts, dass sie entwickelt werden, wie
die ersten aus einer unendlichen Anzahl von Termen bestehenden, und unter
Umstdnden wird mit deren Behandlung fiir die Analysis nicht wenig von
Vorteil geschaffen. Denn auflerdem, weil Ausdriicke von dieser Art die Natur
der Grofien, welche sie bezeichnen, hinreichend klar vor Augen fhren und
oftmals, um gute Naherungswerte zu finden, duflerst geeignet sind, leisten
sie einen riesigen Nutzen, um die Logarithmen der Groflen selbst zu bilden,
was in einer Rechnung sehr oft den hochsten Nutzen mitbringt. Wenn so
irgendeine Grofie X in einen Ausdruck dieser Art transformiert war

wird man sofort den Logarithmus der Grofie X haben

In (%) +1n (Z) +1In (;) +1In (?) +etc

welche Reihe umso mehr konvergiert, um so ndher sich jene Faktoren sich
zur Einheit neigen. Dieses Grundes wegen habe ich beschlossen, in dieser
Abhandlung die Theorie von unendlichen Ausdriicken dieser Art, so viel
freilich haben meine Beobachtungen an Hilfe an die Hand zu geben, zu
beginnen, damit es fiir andere leichter ist, sie irgendwann zu vervollkommnen.



§4 Als erster hat Wallis einen in unendlich vielen Faktoren enthaltenen
Ausdruck solcher Art in der “Arithmetica infinitorum” vorgefiihrt, wo er
gezeigt hat, wenn der Durchmesser des Kreises = 1 ist, dass die Flache des

Kreises sein wird
2:-4-4-6-6-8-8-10-10-12

335577991111 °
welchen Ausdruck er aus der Interpolation dieser Reihe abgeleitet hat

2,24 246
3 3.5 3.5.7

+ etc

deren Zwischenterme er bewiesen hatte, von der Quadratur des Kreises abzu-
héangen.

Weil also diese Ausdriicke der Interpolation von Reihen ihre Entstehung ver-
danken, schien es, dass es nicht unpassend sein wird, diese Behandlung tiber
aus unendlich vielen Faktoren bestehende Produkte von Interpolationen aus
zu beginnen. Nachdem ich ndmlich im fiinften Buch unserer “Commenta-
riorum” eine Methode angegeben hatte, Interpolationen durch Quadraturen
von Kurven durchzufiihren,wird zugleich bekannt werden, eine transzendente
Grofie von welcher Art auf diese Weise entspringende unendliche Produkte
darbieten.

§5 Ich betrachte also die folgende Progression

1 2 3 4
(f +9)+(f +8)(f +28)+(f +8)(f +28)(f +3g)+(f +g)(f +28)(f +3¢)(f +4g) +etc

von welcher jeder beliebige Term, dessen Index 7 ist, aus dem vorhergehenden
gefunden wird, indem dieser mit f + ng multipliziert wird; ich habe aber
in der eingefiihrten Abhandlung gezeigt, dass der Term, dessen Index # ist,
dieser Reihe dann dieser ist

g™t [dx(—In(x))"
(f+(n+1)g) [ x/8dx(1 —x)"

nachdem jede der beiden Integrationen so ausgefiihrt worden ist, dass die
Integrale nach Festlegen von x = 0 verschwinden, und dann x = 1 gesetzt
worden ist. Deswegen wird dieser Ausdruck zugleich aufzeigen, von wel-
cher Quadratur die einzelnen Zwischenterme abhidngen. Obwohl nrhalich,
wenn n eine gebrochene Zahl ist, nicht so leicht klar ist, was fiir eine Qua-
dratur [ dx(—In(x))" enthélt, habe ich dennoch an derselben Stelle gezeigt,



P
q

dass nach Festlegen von g anstelle n die Formel [ dx(—1In(x))7 mit dieser

ibereinstimmt

fraaer (o) (7o) (5+) - (3)

X /dx(xz—x3)g-/dx(x3—x4)§ -/dx(x4—x5)§---/dx(x‘7’1 —xq)g

mit Hilfe welcher Reduktion der Wert von [ dx(— In(x) )5 durch Quadraturen
algebraischer Kurven ausgedriickt werden kann.

§6 Wenn nun in der angenommenen Reihe der Term, dessen Index = % ist, z
gesetzt wird, werden sich aus dem Bildungsgesetz der Reihe die Terme, deren

Indizes %,%,% etc sind, auf die folgende Weise verhalten:

z+z <f+;g> +z<f+zg> <f+gg> +z <f+§g> <f+ig> <f+Zg>+etc

Weil ja aber die angenommene Progression schliefslich mit der geometrischen
vermischt wird, werden diese interpolierten Terme schlifSlich die proportiona-
len Mittel zwischen der benachbarten Termen der Reihe werden. Wenn daher
die einzelnen interpolierten Terme schon vom Anfang als proportionale Mittel
angesehen werden, werden die folgenden Approximationen an den Term z,
dessen Index % ist, hervorgehen:

Lz = f+g

1. z = \/(f+8)<f+g)(f+2g)
1(f+38) (f +38)

L . - Vﬂf+@04gﬂf+@xf+%xf+%)
1(f+38) (f+38) (f+38) (f +39)

etc

aus welchem Fortschreitungsgesetz der Term des Index” 5 eingesehen wird,
in Wirklichkeit zu sein

—(f+g)? (f +8)(f +28) (f +28)(f +32)(f +3¢)(f +42)(f +48)(f +58)(f +5¢) (f + 6g) ote
(339 (39 (4 58) (4 58) (7 28) (. 39) (- 39) (- 49) (4]




§7 Nun ist also nicht nur gewiss, dass mit diesem unendlichen Ausdruck
der Term der angenommenen Reihe

1 2 3
(f+8)+(f+9)(f +29)+(f +8)(f +28)(f +3g)+ etc

dessen Index = % ist, dargeboten wird, sondern es wird auch derselbe ge-
fundene Ausdruck auf die Quadratur von Kurven zuriickgefiirt. Denn nach
Festlegen von n = } wird wegen p = 1 und g = 2

/dx(—ln(x))% - \/l-Z/dx\/m

dieser Ausdruck gibt auf die entsprechende Weise integriert die Quadratwur-
zel aus der Fliche des Kreises, dessen Durchmesser = 1 ist; oder, nachdem
das Verhiltnis des Durchmessers zur Peripherie 1 : 77 gesetzt worden ist, wird

sein
1
dx(—In( i:—
/x n( 2
1
2

ﬂ

Daher wird also derselbe Term, dessen Index =
aufgefunden

ist, den wir z gesetzt haben,

h\/7tg _ NG
(2f +3g) [xf8dx/T—x  (2f +3g) [y/ T8 tdy\/T—y3
nachdem dieses Integral auf dieselbe behandelt worden ist, auf die es zuvor in

Bezug auf die Variable x vorgeschrieben worden ist. Aber durch die Reduktion
von Integralformeln dieser Art ist

. 2fg y/ldy 2f .
fr8=1gy /1 —y8 = / = /fld V1—y8
/y Y 2f+8)2f+39)) 1@ 2f+ag)’ VT

Nachdem diese eingesetzt worden sind, wird aufgefunden

(2f +g)(2f +3g)(2f +3¢)(2f +5¢)(3f +58)(2f +78) et
(2f +2¢)(2f +2g)(2f +48)(2f +48)(2f +4g)(2f + 63)

_2fef+e) 2f+g </ f- 1dy\/7) 2ffg (yfldy>2

(2f +¢) \ /1—8
Durch diese Glelchung konnen also unzahlige Quadraturen in unendlich viele

Faktoren und umgekehrt die Werte von unendlichen Produkten dieser Art in
Quadraturen von Kurven transformiert werden.



§8 Damit wir diese Gleichheit an Beispielen illustrieren, sei ¢ = 1 und es
wird sein

2.2:4-6-8-10---(2f —2)
F14y Ty =
J R R R e e

Daher wird werden

2ff(2f +1)-2-2-2-2-4-4---(2f =2)(2f —2)  (2f +1)(2f +3)(2f +3)
335577 2f+1D2f+1) o (@2f+2)2f +2)2f +4)

welcher Ausdruck geordnet oder auf eine ununterbrochene Reihe zuriickge-
fihrt gibt

2-4-4-6-6-8-8-10-10
3355779911 °°
welches die Wallis’sche Formel selbst ist und hervorging, welche ganze posi-
tive Zahl auch immer anstelle von f eingesetzt wird. Dieses selbe Ausdruck
geht aber hervor, wenn ¢ = 2 und f = irgendeiner ungeraden ganzen Zahl
gesetzt wird.

T =

§9 Weil also ist

8 1 ¥ty \*_ (2f +8)(2f +8)(2f +3g) 2f +3g) (2f +58) (2f + 58)
N 27 (2f +29)(2f +28) (2f +43) (2f +38) (2f + 63)

wird auf die gleiche Weise sein

etc

nk (v ldy \® 2k 4 k) (2h + k) (2h + 3k) (2h + 3k) (2h + 5k) (2h + 5k)
w\J1—vk) — 2h(2h+2k)(2h + 2k)(2h + 4k)(2h + 4k) (2 + 6k)

Daher wird nach Dividieren jenes Ausdruckes durch dieser die folgende von
der Peripherie des Kreises 7t freie Gleichung erhalten werden

dg([y/ "ty : JT—y8)?  2h(2f + g)*(2h + 2k)*(2f + 3g)*(2h + 4k)?(2f + 5)*
k([yh=1dy - /1 —yF)? C 2f(2h 4+ k)2(2f +2¢)%(2f +3h)2(2f + 4g)2(2h + 5k)?2

die nach Ziehen der Quadratwurzel diese Gleichung liefert

[y ldy: JT— \[ HQ2f + 9)(2f + 2k) (2f + 3¢) (2h + 4k) (2f + 5¢)
[Py it F(2h + K)(2f + 22) (2h + 3K) (2 + 42) (2h + 5k)

etc

etc




§10 Dieser unendliche Ausdruck hat aber keinen konstanten Wert; denn,
auch wenn er ins Unendliche fortgesetzt wird, hat er dennoch den einen Wert,
wenn eine gerade Anzahl an Faktoren genommen wird, ein anderen, wenn
ein ungerade Anzahl genommen wird. Deswegen, wenn nicht k = g ist, in
welchem Fall es egal ist, wo die Multiplikation abgebrochen wird, sind je
zwei Faktoren zusammengenommen anzunehmen, wonach zwei Gleichungen
erhalten werden werden, je nachdem ob die Anzahl der Faktoren gerade
oder ungerade ist. Zuerst aber, nachdem der allgemeine Ausdruck sorgfaltig
entwickelt worden ist, wird erhalten werden

gy ty: 148
k[yhtdy s /1—yF
_ 2h(2f +g) (2f +28)(2h+3k) (2f +4g)(2h +5k) (2f +68)(2h +7k) ote

©2f(2h+k) (2h+2k)(2f +3g) (2h+4k)(2f +5¢) (2h + 6k)(2f +7g)

Indem aber die anderen Paare an Termen genommen werden, wird sein
flyldy: T8
h[yttdy: /1—yF

(2f +g)(2h+2k) (2f +3¢)(2h +4k) (2f +58)(2h+6k) (2f +7¢)(2h + 8k)

(2h+k)(2f +29) (2h+3k)(2f +4g) (2h+5k)(2f +6g) (2h+7k)(2f + 8¢)

in welchen Ausdriicken die Stellen, wo es moglich ist, die Operation abzubre-
chen, mit Punkten kenntlich gemacht worden sind.

§11 Wir wollen aber aufmerksamer den Fall betrachten, in dem k = g ist,
in welchem nattirlich der unendliche Ausdruck als aus einfachen Faktoren
bestehend aufgefasst werden kann, und es wird sein

Jy Ty T—y8  20(2f +g)(2h +28) (2f +3g) (2h +4g)
[yidy:\/1—y3  2f(2h+g)(2f +2g)(2h +3g)(2f +4g)
damit dieser Ausdruck weniger mit dem vorhergehenden wegen derselben

Buchstaben durcheinander geworden wird, wollen wir hier 2f = aund 2h = b
und y = x? setzen, nach Einsetzen wovon hervorgehen wird

etc

[y s V1 — 2% _ b(a+g)(b+2g)(a+3g)(b+4g)(a+5%) ote

[ab-tdx:/1T—x%  a(b+g)(a+28)(b+3g)(a+4g)(b+5g)

etc



welcher Ausdruck mit dem ersten in §9 gegebenen, der, nachdem in gleicher
Weise y = x? gesetzt worden ist, in diesen {ibergeht

afg (¥ lax \® _ (2f +28)(2f +8)(2f +38)(2f +3g) (2f +59) (2f + 5g)
T\ V1= 2f(2f +2¢)(2f +28)(2f +48) (2f +4g)(2f + 63)

verglichen aufiergewohnliche Eigenschaften zeigen wird, deren Giiltigkeit
sonst kaum gezeigt werden konnen wird.

§12 Sofort tritt namlich klar zutage, wenn a = 2f, b = 2f 4 g gesetzt wird,
dass jener unendliche Ausdruck in diesen verwandelt wird, deswegen werden
auch die jenen gleichen Ausdriicke, die Quadraturen von Kurven enthaltend,
in diesem Fall gleich werden, aus welchen die folgende Gleichheit ans Licht

tritt:
2 1dx: /1—y® 4 2
Jx * Y —fg</x2f1dx:\/1—x2g>

[x2f+e-ldx /1 —x28 T
wenn freilich nach der Integration x = 1 gesetzt wird. Daher folgt also, dass
sein wird
x2Ldx X2 8- 1dx
T =4fg / -
V1—x2 V1—x28

oder nach Setzen von 2f = a wird sein

X tdx x* T8~ 1dx
T =12ag / .
V1—x% V1—x%
welcher Lehrsatz flirwahr im hochsten Mafle des Merkens wiirdig ist, weil
mit dessen Hilfe ein Produkt zweier Integrale, von denen sehr oft keines der
beiden dargeboten werden kann, angegeben werden kann.

§13 Die Giiltigkeit dieses Lehrsatzes wird freilich leicht in den Féllen aufge-
zeigt, in denen die Integralformel entweder uneingeschriankt eine Integration
zuldsst oder von der Quadratur des Kreises abhidngt. Wir wollen namlich
g = 1 und a = 1 setzen; es wird natdurlich sein

2/ dx / xdx
T = .
V1i—x2 J V1—-x2

denn

2/ dx
V1—x?



nachdem nach der Integration x = 1 gesetzt worden ist, gibt die Grofie 7t selbst
und

[tV

wird nach Setzten von x = 1 = 1. Auf die gleiche Weise, wenn a = 2 ist,
wiahrend ¢ = 1 bleibt, wird erkannt, dass sein wird

xxdx

”:4/\/%'/m

denn es ist
xxdx T

/\/1—xx_1 und /1—xx 4

in diesen Fillen wird die anderswoher bekannte Giiltigkeit des Lehrsatzes
bestitigt.

§14 Aber die tibrigen Fille, in denen keine der beiden Integralgrofien ent-
weder tatsdchlich oder durch die Quadratur des Kreises dargeboten werden
kann, liefern genauso Lehrsdtze von im hochsten MafSe schwer ergriindbarem
Umfang. So wird nach Festlegen von ¢ = 2 und a4 = 1 werden

xxdx

n:4/¢%./m,

xxdx
V1—xt
die Ordinate in der Curva elastica rectangula (rechtwinklige elastische Kurve)
darbietet,

x
/ V1—xt

hingegen den der Abszisse x entsprechenden Bogen der Elastica. Deshalb
wird das Rechteck aus dem der Abszisse 1 entsprechenden Bogen der Elastica
und der entsprechenden Ordinate der Flache des Kreises gleich werden,
dessen Durchmesser jene Abszisse 1 ist; diese Eigenschaft der Elastica wird
vielleicht mit einer anderen Methode kaum oder nicht einmal kaum erkannt
und bewiesen werden konnen.



§15 Bevor ich aber diesen Fall der Elastica verlasse, wird es forderlich sein,
jedes der beiden Integrale durch eine gewohnliche Reihe zumindest in dem
Fall auszudriicken, in dem x = 1 ist. Weil ndmlich ist

1 1+
VIi—¥ V1-22
und
. 1, 1-3, 1.3.5,
(14 xx) 2—1—§x to g Ty gt tete

werden die einzelnen Glieder von der Quadratur des Kreises abhdngen. Nach-
dem ndmlich jede der beiden Integrationen ausgefiihrt worden sind, wird fiir

den Fall x = 1 sein
7T 1 1-9 1-9-25
(1—+ - +etc>

dx
/W_xfz 4 4-16 4-16-36

und

(113 195 1.955.7
/W_xz;_z 2 44 4166 4.16.36.8 °F

Daher geht aber durch Approximieren so nahe hervor

/ X 5 7 d / xxdx
—_— — — e — un —
Vi—-xt 6 2 Vit 5
§16 Wenn a = 1 war, wird sein

) / dx / x8dx
T = .
J \/1—3(28 V1 — x2%8

welche zwei Integralausdriicke so beschaffen sind, dass, wenn

x8dx
V1—x28

die der Abszisse x entsprechende Ordinate einer gewissen Kurve war,

[ ==

10



die Lange selbst derselben Kurve sein wird. Deswegen, wenn in dieser Kurve
die Abszisse x = 1 genommen wird, verhilt sich das Produkt oder das
Rechteck aus der Ordinate mit der Lange der Kurve zur Flache des Kreises,
dessen Durchmesser die Abszisse x = 1 ist, wie 2 zur Zahl g; diese Proposition
hat Geltung, solange g eine positive Zahl war; negative Werte werden namlich
von selbst ausgenommen.

§17 Wenn a — 1 kleiner angenommen wird als g, so dass die Zahlen a und
g zueinander prim sind, wird man die folgenden des Merkens wiirdigen
Lehrsitze haben; denn wenn ist

a+g—1>2¢

dann kénnte die Integration auf eine einfachere Formel zuriickgefiihrt werden

dx xdx x2dx xOdx
71:2f\/7-f\/7 71:24f\/78'f\/7
4 x2dx 10 dx xPdx
" f\/ﬁfﬁ "o fmfm
6f f x3dx 7I—20f xdx f
\/7 \/7 B \/W \/7x1
xdx xtdx x2dx x7dx
n_lzf\/l—xﬁ == |7 i fm
o dx 4dx 10 x3dx x8dx
”‘fm'fﬁ i fmfﬁ
xOdx xdx x8dx
”‘uf\/l = e | B e fw
xtdx mdx x2dx x7dx
=80 e e | T2 e e
dx x7dx x3dx x10dx
n_14f\/1—x14f\/1—x14 n:56fmf\/7

xHdx

X
7'[:70/ /
V1—x J 1 —xl4

§18 Nach Finden von diesem selbst ist also auch die Reduktion von Inte-
gralformeln auf einfachere vortrefflich vorwirts gebracht worden. Nachdem

11



ndmlich bis jetzt diese zwei Formeln

xMdx . xm+n
——— und / —_—
V1 —x28 V1—x2%8

nur aufeinander zurtickgefiihrt werden konnten, wenn 7 ein Vielfaches des
Exponenten 2¢ war, so gelingt nun die Reduktion auch, wenn n nur ein
Vielfaches von ¢ war, im Fall, in dem x = 1 wird, versteht sich. Wie aber wenn
n das Produkt des Exponenten g mit einer geraden Zahl ist, der Quotient,
der aus der Division der einen Formel durch die andere resultiert, leicht
angegeben wird, so wird hingegen, wenn n ein Produkt aus ¢ mit einer
ungeraden Zahl ist, dann das Produkt der Formeln sehr leicht angegeben.

§19 All diese Dinge gehen also darauf zurtick, dass, wenn das Integral der
Formel
x"Mdx
V1—x28
im Fall, in dem x = 1 ist, bekannt war, in demselben Fall auch das Integral

dieser Formel
mern dx

V1—x%
wenn 7 ein Vielfaches von g war, dargeboten werden kann. Es sei ndmlich A
das Integral der Formeln
x"dx
im Fall, in dem x = 1 ist; die Integrale der anderen Formel werden sich, indem

g, 2g, 3¢ etc nacheinander anstelle von n eingesetzt wird, auf die folgende
Weise verhalten:

12



x"Mdx

icem

x™M+8dx T

VI 2(m+1)gA

X2 dx (m+1)A

Vi—x®  mig+l

x"+38dx (m+g+1)m

V1-x28  2m+1)(m+2g+1)gA
x84 x (m+1)(m+2g+1)A
V1i-x28  (m+g+1)(m+3g+1)
x"H8dx (m+g+1)(m+3g+1)m
J VT_x  2m+1)(m+2g+1)(m+4g+1)gA

etc

§20 Weil darauf diese Integralformel
/xm+igdx(1 + x2)k2

wéhrend i und k irgendwelche ganze Zahlen bezeichnen, auf diese Formel
zuriickgefiihrt werden kann
Mg
V1—x28
wird eingesehen, dass das Integral jener sich sehr weit erstreckenden Formel
[ xm8dx(1 — x8 )k_% aus dem bekannten Integral
x"dx

V1—x%

angegeben werden kann, zumindest in dem Fall, in dem nach der Integration
x = 1 wird. Die Fille aber, in denen i eine ungerade Zahl ist, verlangen aufier
diesem Integral auch die Quadratur des Kreises 7.

13



§21 Wie ich also durch den Term des Index” der oben in §5 angenommenen
Reihe zu diesen Vergleichen von Integralformeln gefiihrt worden bin, so wird
es vielleicht der Miihe wert sein, andere Zwischenterme auf die gleiche Weise
zu untersuchen. Es werde also der Term gesucht, dessen Index s ist, der = z
gesetzt werde, woher sich die folgenden so verhalten werden:

P p+q p+2q
q q q
z(fa+(p+a)) z(fa+(p+a)fat+(p+29)8)
q 9°

Indem nun auf die gleiche Weise bedacht wird, dass diese Progression schliefs-
lich in die geometrische iibergeht, werden die folgenden Approximationen an
den Term z entspringen

=

L z=1(f+g)
I ZUﬂ+gp+q) _(f+g)

S
==
==

= ‘

(f+8)7(f+28)

II1. z(f+ p;rqg> <f+ p22qg> =(f+g)p7(f+g)

Daher wird also der wahre Wert von z gefunden werden

(F+8)7(F+8) T (F+28)7(f+28)7 (f+3g)7 (f+2g)
() (1) () (o) ()

Oder, nachdem wenige Dinge gedndert worden sind, dass die infinitesimalen
Faktoren = 1 werden und der Ausdruck, wo es beliebt, abgebrochen werden
kann, wird sein

z _ (f+9)

==
=T

(F+29)"7 (F+29)7(f +3¢)

—P
q

etc

r 1—p r
q q q

a—pr
- (f+g) (f +2g) (f+28) 7 (f +3g)
[ [ = [ —r’
T T 2
(s i) (e (s (e (e
das Bildungsgesetz welches Ausdrucks, nach welchem die Faktoren fort-
schreiten, von selbst hervortritt.

§22 Aber der Wert desselben Zwischenterms z kann mit Hilfe des allgemei-
nen Terms dieser Reihe ausgedriickt werden; es wird ndmlich werden

g7 [ dx(~In(x))
(f—i— p%"g) [ xf8dx(1 — x)

14
q

zZ =

P
q
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Daher, wenn wird

/dx(—ln(x)ﬁ :{/1-2-3---;0(2;“) <3;+1> <4qp+1> <”’;+1>

x/dx(x—xz)g-/dx(xz—x?’)%-/dx(x:%—x % /dx (x1~ 1—xq)§:\/13

und x = y8 gesetzt wird, wodurch wird

P
q

/xf:gdx(l—x )i = g/yf+g Ydx(1—y9)

. ssp / y/tee 1dy B pfv/c/ / v 1dy
-
~ fat+(p+a)g i (f+qg + g
weiter festgelegt wird
/M !
4
(1—y8) 7

wird sein

7(f+23)pr
pfe" Q

z =

§23 Nachdem nun anstelle von z der obere unendliche Ausdruck eingesetzt
worden ist und die Potenzen des Exponenten g genommen worden sind, wird
diese Gleichung hervorgehen

PP TP (gl (el (A2 (2P
p1frgi—rQa (f+§g)q_p (f+§g>l’ (f+,,7+q)q—iﬂ (f+p7+qg)ﬂ <f+%2qg)q_p

Wenn also auf die gleiche Weise festgelegt wird

h—ld
A
(1—y8) 7
wird sein
_ P \TF A p+q TP
pThPg1-PRY _ (h + ﬁg> . (h + ﬁg) ' (h + Tg) et
qP ha=r (h+g)r  (h+g)r?
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§24 Wenn also auf beiden Seiten mit f;—; multipliziert wird und die Wurzel
der Potenz q gezogen wird, wird aufgefunden werden

R f(h+hg) (g (hr 5g) (F +29) (h+ )
Q  n(f+1bg)(h+g) (f+1ig) (h+29) (f+ 1)

etc

Yy -y

Sy —ys)'

in welchen Integralen, nachdem sie so angenommen worden sind, dass sie
nach Setzen von y = 0 verschwinden, y = 1 werden muss, wonach man durch
Quadraturen der Wert des vorgelegten unendlichen Ausdruckes haben wird.
Mit Hilfe dieses unendlichen Ausdruckes wird also die eine Quadratur auf
die andere, wenn freilich y = 1 gesetzt wird, zuriickgefiihrt werden kdnnen.

§25 Um aber daher Vergleiche von Integralen solcher Art abzuleiten, so wie
aus dem ersten Fall, in welchem p = 1 und q = 2 war, wollen wir hier p =1
und g = 3 setzen und es wird werden

=130/dx(x—x 3 /dxx — %

h— ld
0= / Y y

und

Es wird also sein

7P _ A+ (f+-)(f +8)(f +28)
fQ (F+39) (F+38) (F+58) (F+49) (F +38) (F +38)

und

etc

R _f(h+38) (f+8) (h+38) (f+28) (h+]g)
Q n(f+38) (h+g)(f+38) (h+2g) (f+733)
welche zwei Ausdriicke, weil in jenem ein einziger Abschnitt aus drei, hier

aber aus zwei Faktoren besteht, nicht ineinander transformiert werden konnen,
was auch immer fiir /1 eingesetzt wird.

etc

16



§26 Es sei also

Yy

(1—yg)%

es wird sein
S _ fk+3g) (f+g) (k+38) (f+29) (k+3g)
Q k(f+38) (k+g8) (f+38) (k+28) (f+38)

welcher Ausdruck mit dem vorhergehenden verbunden geben wird

RS ff (h+38) (k+318) (f+8) (f+8) (h+38)

etc

= etc
Q% hk (f+38) (f+38) (h+g) (k+g) (f+38)
welcher Ausdruck in jenen féz& gleichen umgewandelt werden wird, indem

festgelegt wird
1 2
h:f—i—gg und k:f—i—gg
Deswegen wird man diese Gleichung haben

27P

—— = ORS
18
oder es wird nach Einsetzten der wahren Werte sein
f-1g f+38— 14 fr+ig— 14
90/dx(x—x%/dxx—x%: /y y/y3 y/ys y
1—yg)s 1—y8)s 1—- yg

§27 Bevor wir aber diesen Dingen weiter nachgehen, wird es passend sein,
dass dem Wert von P eine gefélligere Form gegeben wird. Weil aber nach
Setzen von x = z7 ist

/ dx(x" — H)h = npq / "Pldz
(n+1)((n+1)p+q) (1_207)‘%’7
wird nach der Substitution hervorgehen
pi-1 zP1ldz 314z z(=Dp=14z
P=1-2-3---p- / q_p./ q_p.../iq_p
q (1—zp)a 7 (1—z9)7 (1—z9) 7

Wenn aus diesem Ausdruck die Wurzel der Potenz q gezogen wird, wird der
Wert von [ dx(— ln(x))g hervorgehen.
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§28 Nachdem nun p =1 und p = 3 gesetzt worden ist, wird hervorgehen

1 dz zdz
- 3/(1_23)5'/ (1-2%)}3
Aber nach Setzen von y = z* wird die folgende Gleichung erhalten werden
dz zdz 2~ 1dz 2fHe-ldz ARy
/(1_23)5'/(1_ 3)3 =3f¢" /(1_23g)§'/ (1_233)5'/ (1—2%)3

Wenn nun 3f = a gesetzt wird, wird die folgende des Merkens wiirdige
Gleichung entspringen

/ dz / / 2214z / z0t8-14z /Z”*zgldz
(1—23)3 (1—23 %_ "8 (1-23%)5 J (1-23%)3) (1-2%)3

Diese mit der oberen

/ B / 2z~ ldz z0t8 14z
\/1—z2 s \/1—22 V1—2%

verglichen zeigt schon gewissermafSen auf, wie sich die folgenden Gleichungen
dieses Geschlechts verhalten werden.

§29 Bevor ich aber das SchliefSen von etwas durch Induktion versuche,
mochte ich einige Fille tatsachlich entwickeln. Es sei also p =2 und g = 3
und daher wird aufgefunden werden

_8/ zdz / 23dz _8/ dz / zdz
3 a-2p a2 9 a-2p ) -2

/ y- by p y*tdy
(1-— yg (1—y8 )%
Die unendlichen Ausdriicke werden sich aber so verhalten:
27P fUf+)(f+8)(f+8)(f+28)(f +2g)

etc

8f26Q°  (f+38) (f+38) (F+38) (F+38) (f+38) (F +38)

und

f(h+3g) (f+8) (h+3g) (f+28) (h+5g)
h(f+38) (h+g)(f+3g) (h+2g) (f+5g)

etc

18



Es sei auflerdem

m—ld n—ld
s— [ LW 7o [ Y
(1—y8)3 (1—y8)3

es wird sein

etc

T_m(n+3g) (m+g) (n+3g) (m+2g)
S n(m+3g)(n+g)(m+3g) (n+2g)

welche zwei Ausdriicke miteinander multipliziert geben

RT _ fm(h+3g) (n+38) (f+8) (m+g) (h+3g) (n+38)

QS hn(f+3g) (m+38) (h+g) (n+38) (f+3g) (m+33)

§30 Aber dieser Ausdruck kann auf jenen, welchem % gleich gefunden
o f .
(= multipli
ziert wird, so dass ist
27P _ fFf+8) (f+8)(f+8) (f+28) et

8fg(f-38)Q°  (f—38) (f+38) (f+38) (F+33) (F+38) (f+38)
nun wird ndmlich die Reduktion durchgefiihrt, indem festgelegt wird
1 1
m = f, h:f—gg und n:f—f—gg
Nachdem also diese Werte eingesetzt worden sind, wird sein

7P RT
8fg(f—38)Q° QS

Weil aber S = Q ist und

_/yf 8- 1dy f+ g/y”g tdy
(1-y)s  f-38) (1-p)
und
_/yf+3g 1dy
1—y8
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wird diese Gleichung erhalten werden, nachdem y = z® gesetzt worden ist

z zdz 2314z 23814z 232814,
/( ’ -/( ’ 1=3fg(3f+g)/ dl-/( g d«/( -

1—23)3 1—23)3 (1—2%)3 1—2%)3 1—2%)3

Und wenn 3f = a gesetzt wird, wird sein

dz zdz 7% ldz z0t8 1z z0+28- 14z

/ 1'/ 1:”g<“+g)/ 1'/ 1‘/ T

-2 ) a-2) -1 ) a—2ni ) 12
§31 Wir wollen p = 1 und g = 4 setzen und man wird haben

4 ffFUf+8)(f+8)(f+8)
£8Pt (f+i18) (f+18) (f+18) F+18) (F+38) (f+3g)

etc

und

R_f(h+5g) (f+g) (h+3g) (f +28)
Q n(f+ig)(h+g)(f+ g)(h+2g)

Es sei aber wie zuvor

etc

mld nld
s [ ¥y T/y v

a—pr 7

(1—ys) 7
es wird sein
RST _ fff (h+18) (m+3g8) (n+18) (f+8)
Q® hmn (f+38) (f+18) (f+18) (h+g)

von welchem Ausdruck 6 Faktoren in vier von jenem zu verwandeln sind,
was geschehen wird, indem festgelegt wird

etc

1 2 3
h_f+21’ m—f+zlg und ”_f+41g

wonach man haben wird
4*P = f¢*QRST

Daher, weil ist

1 dz zdz zzdz
polf f sy i
4/ (1—z4)1 (1—z%)2 (1—2z%)1
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wenn y = z* und 4f = a gesetzt wird, wird diese Gleichung entspringen

dz zdz zzdz
/ (1— 243 / (1 _24)2/ (1— 243
71=14~ ZA+8=14~ ~0+28—174- ~0+38—14-
- / (1—2z%)i '/(1_248)2 / (1_Z4g)i./(1_z4g)3
deren Zusammenhang mit den vorhergehenden Féllen, in denen p =1, g =2
und p = 1, g = 3 war, leicht erkannt wird.

§32 Aus diesen Dingen wird es also moglich sein, alle Gleichungen dieser
Art, die entspringen werden, wenn p = 1 und g = irgendeiner ganzen
positiven Zahl gesetzt wird, zu bilden; es wird natiirlich sein

I/ dz
JV1=22

/ 70— 1dZ Z'th*le
=a
& \/1—22 V1—2%

H./ (1_23)% / : id;)%

) 2"~ 1dz z0t8- 14z 22814z
=ag 2 / 2 / 2
(1—2%)3 (1—2%)3 (1—2%)3

HI/ dz / zdz / Z22dz
=i S a-i ) (1-24)i

3 Z“ildz Zu+g71dz Zu+2g71dz Za+3g71dz
§ 3 /(1_Z4g)i /(1_z4g)i /(1_z4g)i

d d 24 3d
IV'/(l_ZZS)é'./ (1:25)%_/(12_225)?/(12_;%

A =17 / Z0+8=14, / ~0+28-14 / Z0+38—14~ / LA+48—14-
: S (1-2%)5 S (1-2%)5 S (1-2%)5 S (1-2%)s5

etc

§33 Damit wir auch die Gleichungen, die entspringen, wenn p nicht = 1
ist, erschlieffen kénnen, wollen wir p = 3 und g = 4 setzen; nachdem dies
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festgelegt worden ist und wihrend das Ubrigen wie oben bleiben, wird sein

4 fUf+8) (f+3) (f+3)
3feQt (f+i8) (f+38) (F+38) (f+i8)
wo die iibrigen aus vier Faktoren bestehenden Glieder aus diesen gebildet

werden, indem die einzelnen Faktoren um die Grofle ¢ vermehrt werden. Auf
die gleiche Weise wird aber sein

RST _ fff (h+38) (m+38) (n+3g)
Q hmn (f+3g) (f+38) (f +38)
wo je sechs Faktoren einen Umlauf oder eine Periode festlegen. Um aber den

Vergleich durchzufiihren, ist es von Noten, dass jede der beiden Reihen so
betrachtet wird

etc

etc

4'p _ fFUf+8)(f+8) et
Bf2e(f-18)Q*  (f-18) (f+39) (f+32) (f +1g)
hRST _ff (h+34g) (m+3¢) (n+38) (F +8)
(

fFQO mn (f+38) (F+38) (f+38) (h+g)
von denen diese in jene verwandelt wird, so dass wird
44p
3fgh (f — 1) Q*

= QRST
wenn wird
1 1 2
h=f+38, m=f-,8g und n=f+-g

§34 Weil also ist
p 3 Z2dz / Z5dz / 28dz
20 (=t =g (-2

_34 dz / zdz / zzdz
2 a-zt S a-zi S a-zh)i
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und

v 1dy /yfﬂg 'dy
/ 1_y8 1—y8
y by _ f+1i8 Y 'dy
/ (1—ys)t —48/ (1—ys)i
und
yf+ §— 1dy
ey

aus welchen nach Festlegen von y = z* und 4f = a die folgende Gleichung

erschlossen wird
/ dz / zdz / zzdz
11—zt J (1-z91 J (1-z4)1

(a+g)(a+2g) z*1dz gy 042814y a3y
= ag /( ./( /( ./(

1.2 1—z8)1 J (1—z%)1) (1—z%)1 J (1—z%)i

§35 Indem auf diese Weise fortgeschritten wird, werden die folgenden Glei-
chungen aufgefunden werden, wann immer p nicht = 1 ist; und zwar, wenn
p = 2 ist, wird gefunden werden

I/ / zdz (at )/ 2214z /Z“*g‘ldz /Z“*Zg_ldz
(1-28)3 J (1-23)3 sers (1-23%)s J (1—-2%)s J (1-2%)3
dz zdz zzdz
I, / . / . / i
-1/ a-i) a-a)

) =17 Z41+8—14, ZA+28-14 Z41+38—14,
:ug(a-l-g)/ 2/( 2/( 2/< 2

(1—2z%)3 1—2z%)1 1—z%)1 1—2z%8)1
Allgemein aber, was auch immer g ist, wenn festgelegt wird
dz z'ldz
————%=Xdz und ————5=Ydz
(]—zq)T (]—zqg)T
wird sein

/Xdz‘/szz . /szdz- --/zq’szz

= agq_Z(a+g)/de-/zngz- /z2ngz- --/z(q_l)ngz
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§36 Auf die gleiche Weise, wenn p = 3 ist und festgelegt wird

dz 2014z
(1—2”/)7 (1—2”/8)7

wird die folgende allgemeine Gleichung hervorgehen

/Xdz-/szz . /szdz- --/z‘i’ZXdz

+ +2
=ag’™? (4 g 7+2) /Yd /zngz/ Z228Ydz - /Z(qfl)ngZ

Und daher ist es moglich, dass alle Formeln zu einer sich sehr weit erstre-
ckenden gesammelt werden. Es seien ndmlich p und g irgendwelche positiven
ganzen Zahlen und es werde festgelegt

dz 22147
=Xdz und ——=Ydz

q-r q-r

(1—25/)7 (1—25/8)7
man wird haben

/Xdz-szz-/szdz- --/2”7’2Xdz

2 3 —1)g
:agqu(a%—g)(a—l— gllat3g)---(at(p /de /zngz /zzngz---

1-2-3---(p—1)

§37 Weil aber ist
/ 2171 Xdz = 1
p

wenn mit diesen Faktoren auf beiden Seiten multipliziert wird, wird die
folgende ziemlich elegante Gleichung hervorgehen

a(a+g)(a+2g)(a+3g)---(a+(p-1)g) .,
1-2:3-4--p 8
_ [ Xdz [zXdz fszdz fz3Xdz fzqledz
- J Yz ' fzngz' fzzngz' fz38de' N fz(ﬂfl)ngz

welcher Ausdruck alle bisher gefundenen in sich umfasst und wegen der
hervorstechenden Ordnung des Merkens wiirdig ist.
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§38 Ich schreite nun zu einer anderen Methode voran, mit deren Hilfe es
moglich ist, zu aus unzdhligen Faktoren dieser Art bestehenden Produk-
ten von dieser Art zu gelangen, die mehr fiir die Analysis geeignet ist. Ich
habe namlich beobachtet, dass aus der Reduktion von Integralformeln auf
andere Ausdriicke dieser Art erhalten werden konnen. Es sei ndmlich diese
Integralformel vorgelegt

/xm’ldx(l - anﬁ
die nicht schwer in diesen Ausdruck verwandelt wird

ptq
x™(1 — x"1) N m+ (p+q)n
m m

P
q

/meranldx(l . an)

Wenn also n und ¥ positive Zahlen waren und die Integrale so genommen
werden, dass sie nach Setzen von x = 0 gesetzt verschwinden, und dann x =1
festgelegt wird, wird werden

m+ (p+q)n
m

P
q

/xm’ldx(l - x”q)% = /x”*”q’ldx(l — x")

§39 Weil darauf auf die gleiche Weise ist

5 _ m + (p+2q>n/xn+2nqldx(1 _ an)
m—+ nqg

P
q

/meranldx(l _ an)
wird auch sein

/xm’ldx(l —x")

Nachdem also diese Reduktion ins Unendliche fortgesetzt worden ist, wird
hervorgehen

v (mA(p+g)n)(m+ (p+29)n) [ ion n
"= m(m + nq) /x (1)

4
q

14
q

/xm’ldx(l —x™)

_ (m+(p+q)n)(m+ (p+29)n)(m+ (p+3q)n)--- (m+ (p+ooq)n) /merooanldx(l )
a m(m + nq)(m +2nq) - - - (m + oong)

P
q

und auf die gleiche Weise ist

/x”_ldx(l — x")

_ (A (prq)n)(p+ (p+2q)n) (4 + (p+3q)n) - - (p + (p + coq)n) /xu+oonq—1dx(1 — x™)

u(p+nq)(p+2nq) - - - (p + cong)

4
q

P
q
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solange m und y und nq und ’%”7 positive oder grofiere Zahlen als Null sind.

§40 Weil ja aber, wenn m unendlich ist, wird

4
q

/xmdx(l - an)§ = /xm+”‘dx(1 — x")

welche endliche Zahl auch immer anstelle von « angenommen wird, wie aus
Paragraph 38 erschlossen wird, wird auch sein

r 14
q q

Deswegen, wenn der eine der vorhergehenden Ausdriicke durch den anderen
dividiert wird, wird diese Gleichung hervorgehen

[ ldx(1 - anﬁ
[ x#ldx(1— an)%

p(m+ (p+q)n)(p +nq)(m+ (p+2q)n)(p + 2nq)(m + (p + 3q)n) (u + 3nq)

(4 (p+ q)m) (4 ng) (5 + (p + 20)m) (m+ 2n) (5 + (p + 3q)m) (m + 3ng) € 1 Untentt

mit Hilfe welches Ausdruckes unzéhlige aus unendlich vielen Faktoren beste-
hende Produkte dargeboten werden konnen, deren Werte durch Quadraturen
von Kurven angegeben werden konnen werden.

§41 Wenn die eine Integralformel eine Integration zulédsst, dann wird man
einen bequemen unendlichen Ausdruck fiir das Integral haben. Es sei namlich
u = ng; es wird sein

1
(p+49)9

nach Einsetzen welches Wertes hervorgehen wird

/. x”_ldx(l — anﬁ =

p 1 nq(n+(p+q)n)2nq(m+ (p +2q)n)3nq
(p+aq)n m(p+2q)n(m+nq)(p+3q)n(m + 3nq)

/xm_ldx(l —x™)

mit dessen Hilfe fiir unzdhlige Integrale durch aufeinander folgende Faktoren
ins Unendliche laufende Ausdriicke gefunden werden konnen; zumindest in
dem Fall, in dem x = 1 ist, welcher natiirlich meistens hauptsdchlich verlangt
wird.
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§42 Es werde n anstelle von ng gesetzt und es wird hervorgehen

: q  n(mg+ (p+q)n)2n(mq+ (p +2q)n)3n(mq + (p +3q)n)

“pran  mlpragn(m+n)(p+agn(mton)(prapn

/ X" dx(1—x")
welche in je zwei Faktoren aufgeldst vereinfacht wird und es wird

/x’”_ldx(l - x”)s
g  1mg+(p+q)n) 2(mq+ (p+2q)n) 3(mg+ (p+3q)n)
(p+qn  m(p+2q) (m+n)(p+3q)  (m+2n)(p+4q)

woher die folgenden bemerkenswerteren Beispiele abgeleitet werden:

/ dx 1428312 0 2244656
Vi—xx 1335 5.7 1.3.3.5.5.7
xdx 1-6 2-10 3-14
/mzl'z.s' &5 6.7 =1
x2dx 1-8 2-12 3-16 2-4-4-6-6-8
/mzlds' 55 7.7 7335577
dx 2 1-5.2-11-3-17-4-23-5-29
/mzef 1.3.4.5.7.7-10.9-13-11 °©
xdx 2 1-7-2-13-3-19-4.25.5.31
/m::-s' 2.3.55.8.7-11.9.14.11 €
dx 1 1-6-2-14-3-22-4-30 12.3.4.7.6-11-8-15
Ji—x 2 135597139 72135597139
xxdx 1 1-10-2-18-3-26-4-34
VI 2 337511.7.15.9 °°
dx 1 3-36:6-9-9-12-12
/ym:2'1-5-4-8-7-11-10-14etC
dx 1 4-4.8-8-12-12-16-16
/ym:3'1-7-5-11-9-15.13-19etc
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Aflerdem verdienen diese Ausdriicke angemerkt zu werden
1 n-n-2n-2n-3n-3n
n—m mR2n—m)(m—+n)2n —m)(m+ 2n)(4n —m)
/xm’ldx(l — x5

1 n-2m-2n(2m+ n)3n(2m + 2n)4n(2m + 3n)
~m m(m+n)(m+n)(m+2n)(m + 2n) (m + 3n) (m + 3n) (m + 4n) €

etc

/xm_ldx(l — ") =

tc

§43 Weil aber auf die gleiche Weise ist

/x”’ldx(l %)= s 1(ps + (r +5)0)2(us + (r +25)8)3(us + (r + 3s)0) et
~ (r+s)0 wu(r+2s)(u+0)(r+3s)(u+209)(r + 4s)

wird, indem der erste Ausdruck durch diesen dividiert wird, sein

[ xmldx(1 - x”)g
[ xarldx(1 — x?)L
_ (r+s)g8 p(r+2s)(mq+ (p+q)n) (p+8)(r+3s)(mg + (p+2q)n)
(p+q)sn m(p+2q)(us+ (r+35)8) (m+n)(p+3q)(us+ (r+2s)9)

Sooft also dieser unendliche Ausdruck einen endlichen Wert hat, sooft wird
die Summation des einen Integrals auf das andere zuriickgefiihrt werden
konnen. Es gibt aber Félle von dieser Art, wann immer die Faktoren des
Zahlers die Faktoren des Nenners aufheben, so dass nach der Aufhebung
eine endliche Anzahl an Faktoren tibrig bleibt. Es sind nmalich in diesem
Ausdruck ganz und gar alle Reduktionen von Integralformeln auf andere
enthalten.

§44 Damit aber mehrere Ausdriicke dieser Art miteinander verglichen wer-
den konnen, erscheint es ratsam, sie auf diese Weise anzunehmen:
f x”fldx(l - xb)c B (h+1)g f(h+2)(a+ (c+1)b) (f+g)(h+3)(a+ (c+2)b)

[ Tax(1 -  (c+ Db a(c+2)(f+ (it 1)g) @+b)(c+3)(f+ht2)g) °

Auf die gleiche Weise wird sein

Jaldx(1 - )T (@ +1)p §(O+2)(at (v+1)B) E+n)(@+3)(at(r+2)p)
[ ldx(1—am)® (v +1)B a(y+2)(E+(©+1)y) (a+p)(y+3)(+(@+2)n)
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Wenn das Produkt dieser Ausdriicke = 5 gesetzt wird, ist es von Noten, dass
ist
(a+ (c+1)b)(f+b)i(a+ (c+1)b)

(f+(c+Db)(a+b)a(E+ (c+1)b)
wenn dies ndmlich galt, wird das Produkt der ganzen unendlichen Ausdriicke
= < werden. Aber dies wird erhalten werden, indem gesetzt wird

a=a+(c+1)b, {=f+(c+1)b

und es wird werden

so dass ist , ,
= 7b — *b
a=a+zb, §=f+;
und es wird daher sein

X ldy o pxetiblgy f o xfldx g oxtab -l

\/1—xb. Vi—xt a \/1—xb'~ V1 —xb

oder, wenn x = z2 gesetzt wird, wird sein

/ 2714z 2tz f o2z /=14
VI—22 ) 1=z al 1=z J J1—72

woher werden wird

Z'Z*ldz Za+b71dz
= 2ab/ .
V1—2% J 1—2z%

§46 Auf die gleiche Weise konnen andere Lehrsitze dieser Art gefunden
werden; es sei namlich

g=b, h=c, n=p=b und O =9

und es werde der Fall gesucht, in welchem das Produkt der beiden Ausdriicke
= 1 werde. Dies wird aber erhalten werden, wenn gilt

fla+ (c+1)b)&(a+ (v +1)b)
a(f+ (c+1)b)a(Z+ (y+1)b)
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was geschehen wird, indem genommen wird
a=a+(c+1)b, f=a+(y+1)b, ¢=a

Nachdem also diese Werte eingesetzt worden sind, wird der folgende nicht
unelegante Lehrsatz entspringen

f xa—ldx(l _ xb)c f xa+(c+1)b—1dx(1 _ xb)'y

T Tdx(1—ab)7 [ xet(rDb—Tgx(1 — xb)c =1

oder, wenn festgelegt wird
c+1=m und y+1=mn
wird man haben
=1y xa+mb—14, =1y AA+nb—1 4,
/ (1— xb)t=m / (1—xbyin / (1— a0y’ / (1 — xb)T-m
§47 Dariiber hinaus wird auf andere Weise ein gefilliger Lehrsatz gefunden
werden konnen, indem v = h und ® = c gesetzt wird, wahrendy = =g¢=10

bleibt, und indem bewirkt wird, dass das Produkt der Integralausdriicke = g
wird; damit dies passiert, ist es von Noten, dass ist

(f+(c+Db)(f+b)E(a+ (h+1)D)

(f+(h+1)b)(a+b)a(i+ (c+1)b)
Dies wird aber bewirkt werden, indem genommen wird
a=a+(c+1)b, ¢=f+Hh+1)b
Woher aufgefunden werden wird
c+h+1=0 oder h=-1-c

daher werde genommen

—n

1 1
C:—E‘i_n und h:—i

und es wird der folgende Lehrsatz hervorgehen
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§48 Es seien nun alle Exponenten c,i1,y und © ungleich, oder g =B =1 =10,

und es werden Fille gesucht, in denen das Produkt der beiden Ausdriicke
_ (h+1)(©+41)
— (et (7 D)

f(bh+2b)(a+ (c+1)b)E(bO +2b) (e + (y+1)b)

werde. Dies wird aber passieren, wenn diese Form

a(bc+2b)(f+ (h+1)b)a(by +2b)(E + (@ +1)b)

gemacht wird, welche Faktoren ich so ausgedriickt habe, dass die einzelnen
in den folgenden Gliedern um die Grofse b wachsen. Es werde nun festgelegt

C+(O+1)b=0bh+2b oder (=0b(14+h—-0)

und
a+ (y+1)b=bc+2b oder a=>b(l+c—17)

Weiter werde
f+(h+1)b=b0+2b oder f=0b(1+0O—h)

und
a+(c+1)b=0by+2b oder a=b(l+vy—c)

Schliefllich wird & = f und ¢ = a sein miissen, welche zwei Gleichungen
fordern, dass ist

c—y=0O©—h oder c+h=v+0
Daher wird der folgende Lehrsatz entspringen

(h+1)(©+1)  [xP0F7=071gx(1 — xb)e. [b0Fremn)"1gn (1 — xb)7
(c+1)(y+1) [ xb(1+0-h) =1y (1 — xb)h . [ xb(1+1H0) =14y (1 — xb)®

solange c +h = y + @ ist.

§49 Dariiber hinaus kann aber jener Ausdruck auf eine andere Weise = 1
gemacht werden, indem festgelegt wird « = a+ (c+1)bund ¢ = f + (h+
1)b,f =b(y+2),a=>b(O+2) so dass ist

xa=b3+c+0®) und ¢=bB+h+7)
Weiter muss aber sein

E+(@+1)b=bh+2b und a+ (y+1)b=0bc+2b
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von diesen wird erfordert, dass ist

Y+O+2=0
Es werde also festgelegt

y=—-14n und ©@=-1—n
Aber wenn verlangt wird, dass das Produkt der beiden Ausdriicke = %
wird das erhalten werden, indem festgelegt wird
x=a+(c+1)b, C=f+(h+1)b, f=bly+1), a=b0O+1)
woher sein wird
x=b2+c+®) und ¢=b2+h+7)

Endlich wird aber sein miissen

Y+O+1=0
Es werde festgelegt

1 1
'y:—§+n und @:_§+n
und, man wird diesen Lehrsatz haben
h4+1 fx 1) gy (1 fx dx(1 — xb) -2t
c+1 [ (34n)- ldx(1 fx dx(1— xb)"2n

in welchem anzumerken ist, dass die Exponenten c,h,—% + n,—% — n freilich
negative Zahlen sein konnen, aber solche, dass sie mit der Einheit zu positiven
tibergehen; andernfalls erhielten ndmlich die Integrale im Fall x = 1 nicht
einen endlichen Wert.

§50 Wie ich also nicht nur den oben gefundenen Lehrsatz tiber die Produkte
von zwei Integralformeln mit dieser direkteren Methode entdeckt habe, son-
dern auch andere neue nicht weniger des Merkens wiirige gefunden habe,
so, wenn auf gleiche Weise drei Ausdriicke solcher Art miteinander multi-
pliziert werden, werden nicht wenige Lehrsitze tiber die Produkte dreier
Integralformeln hervorgehen und es wird moglich sein, dariiber hinaus zu
irgendeiner Anzahl an Faktoren fortzuschreiten; aber weil diese Untersuchung
duflerst lange Berechnung verlangt, dass sogar die Buchstaben kaum gentigen,
werde ich sowohl mit angegebenen eingetiimlichen Theoremen als auch dem
bewiesenen Weg zufrieden sein.
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